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Îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû
Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèß. Áèíàðíîé ôîðìîé ñòåïåíè n íà-
çûâàåòñß îäíîðîäíûé ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ x, y ñòåïåíè n
f(x, y) =
n∑
i=0
αix
iyn−i,
êîýôôèöèåíòû αi êîòîðîãî ìîæíî ñ÷èòàòü ëèáî êîìïëåêñíûìè, ëèáî âå-
ùåñòâåííûìè.
Áèíàðíûå ôîðìû ñòåïåíè n îáðàçóþò âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåð-
íîñòè n+1. Íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèßìè äåéñòâóåò
ãðóïïà SL2.
Ïðîáëåìà îïèñàíèß SL2-îðáèò áèíàðíûõ ôîðì äàííîé ñòåïåíè n áûëà
ïîñòàâëåíà Áóëåì è Êýëè â 1841 ã. Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèß ïîêàçàëè,
÷òî ýòà ïðîáëåìà â òîì èëè èíîì âèäå âîçíèêàåò â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòßõ
ìàòåìàòèêè.
Â ñâßçè ñ ýòèì êðóïíåéøèå ìàòåìàòèêè XIXXX âåêîâ ïûòàëèñü ðå-
øèòü ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè îðáèò áèíàðíûõ ôîðì. Ýòè ïîïûòêè ïðè-
âåëè ê ñîçäàíèþ öåëûõ òåîðèé, ñðåäè êîòîðûõ ìîæíî îòìåòèòü êëàññè-
÷åñêóþ òåîðèþ èíâàðèàíòîâ, àëãåáðàè÷åñêóþ ãåîìåòðèþ è òåîðèþ (ãè-
ïåð)ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ.
Òåì íå ìåíåå, íåñìîòðß íà çíà÷èòåëüíûå óñèëèß çàìå÷àòåëüíûõ ìàòå-
ìàòèêîâ (Áóëß, Êýëè, Ýéçåíøòåéíà, Âåéåðøòðàññà, Ãîðäàíà, Ãèëüáåðòà è
äð.), ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè SL2-îðáèò áèíàðíûõ ôîðì ñòåïåíè n â îá-
ùåì ñëó÷àå îñòàëàñü íåðåøåííîé.
Íàðßäó ñ ïðîáëåìîé êëàññèôèêàöèè áèíàðíûõ ôîðì åñòåñòâåííî ñôîð-
ìóëèðîâàòü è ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè òåðíàðíûõ ôîðì.
Íàïîìíèì, ÷òî òåðíàðíîé ôîðìîé ñòåïåíè n íàçûâàåòñß îäíîðîäíûé
ìíîãî÷ëåí îò òðåõ ïåðåìåííûõ x, y, z ñòåïåíè n
f(x, y, z) =
∑
i+j+k=n
αijkx
iyjzk.
Íà ïðîñòðàíñòâå òåðíàðíûõ ôîðì ñòåïåíè n ëèíåéíûìè çàìåíàìè êîîð-
äèíàò äåéñòâóåò ãðóïïà SL3.
Ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè òåðíàðíûõ ôîðì òàêæå áûëà ïîñòàâëåíà â ñå-
ðåäèíå XIX âåêà. Ýòà ïðîáëåìà, âîçìîæíî, äàæå áîëåå èíòåðåñíà, íåæåëè
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ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè áèíàðíûõ ôîðì, èç-çà ñëåäóþùåé ãåîìåòðè÷å-
ñêîé èíòåðïðåòàöèè.
Êàæäîé íåïðèâîäèìîé òåðíàðíîé ôîðìå f ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå
íåïðèâîäèìóþ àëãåáðàè÷åñêóþ ïðîåêòèâíóþ êðèâóþ {f = 0} íà ïðîåê-
òèâíîé ïëîñêîñòè. Òîãäà ïðîáëåìó êëàññèôèêàöèè (ïðàâäà, ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëß) íåïðèâîäèìûõ òåðíàðíûõ ôîðì ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü â ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ òåðìèíàõ: êëàññèôèöèðîâàòü íåïðèâîäèìûå àëãåáðàè÷åñêèå
ïðîåêòèâíûå êðèâûå ñ òî÷íîñòüþ äî ïðîåêòèâíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Â 2006 ãîäó Ëû÷àãèí è Êðóãëèêîâ1 ïðåäëîæèëè íîâûé ïîäõîä ê èññëåäî-
âàíèþ ïðîáëåì îïèñàíèß îðáèò. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà çàêëþ÷àåòñß â èñïîëü-
çîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàí-
òîâ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü ñîåäèíèòü àëãåáðàè÷åñêèå è äèôôåðåíöèàëüíî-
ãåîìåòðè÷åñêèå ïîäõîäû.
Ïðåèìóùåñòâî òàêîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñß â ñóùåñòâîâàíèè ìîùíûõ
êëàññèôèêàöèîííûõ òåîðåì, ïîëó÷åííûõ Ëè, Òðåññå è Êàðòàíîì.
Ñòåïåíü ðàçðàáîòàííîñòè ïðîáëåìû. Ê íàñòîßùåìó âðåìåíè ïîëó÷åíà
êëàññèôèêàöèß áèíàðíûõ ôîðì ëèøü ñòåïåíè n 6 10.
Ñëó÷àé n = 3 áûë ðåøåí Áóëåì â 1841 ã.
Ïåðâûé íåòðèâèàëüíûé ñëó÷àé n = 4 áûë ðåøåí Áóëåì2, Êýëè è Ýéçåí-
øòåéíîì â 18411850 ãã. è ïîëîæèë íà÷àëî êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàí-
òîâ. Îòìåòèì, ÷òî êëàññèôèêàöèß áèíàðíûõ ôîðì ñòåïåíè 4 òåñíî ñâßçàíà
ñ äâîéíûì îòíîøåíèåì ÷åòûðåõ òî÷åê íà ïðîåêòèâíîé ïðßìîé, à òàêæå ñ
j-èíâàðèàíòîì ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé.
Ñëó÷àè n = 5, 6, 7, 8 áûëè ðåøåíû Êýëè, Ýðìèòîì3, Ãîðäàíîì, Øèîäîé4,
Äèêìèåðîì è Ëàçàðäîì5. Çàìåòèì, ÷òî ñàìûé ñëîæíûé ñëó÷àé n = 7 áûë
îêîí÷àòåëüíî ðåøåí Áåäðàòþêîì6 ëèøü â 2007 ã. ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðíîé
ñèñòåìû Maple.
Ñëó÷àè n = 9 è 10 áûëè ðåøåíû Áðàóýðîì è Ïîïîâè÷åâ7 8 â 2010 ã. òàêæå
1Kruglikov, B., Lychagin, V.: Invariants of pseudogroup actions: homological methods and ﬁniteness theorem // Int. J.
Geom. Methods Mod. Phys.  3(56).  P. 11311165 (2006).
2Boole, G.: Exposition of a general theory of linear transformations // Camb. Math. J.  3.  P. 120, 106119 (18411842).
3Hermite, Ch.: Sur la theorie des fonctions homog enes  a deux indeterminees. Cambridge and Dublin Math. J. (1854).
4Shioda, T.: On the graded ring of invariants of binary octavics // Amer. J. Math.  89.  P. 10221046 (1967).
5Dixmier, J., Lazard, D.: Le nombre minimum d'invarients fondamentaux pour les formes binaires de degree 7 // Potrigaliae
Math.  43(3).  P. 377392 (19851986).
6Bedratyuk, L. On complete system of invariants for the binary form of degree 7 // Journal of Symbolic Computation. 
42.  P. 935947 (2007).
7Brouwer, A.E., Popovich, M.: The invariants of the binary nonic // Journal of Symbolic Computation.  45.  P. 709720
(2010).
8Brouwer, A.E., Popovich, M.: The invariants of the binary decimic // Journal of Symbolic Computation.  45.  P. 837843
(2010).
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ñ ïîìîùüþ êîìïüþòåðà.
Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþùèå íà ñåãîäíßøíèé äåíü ìåòîäû â ïðèíöèïå
íå ïîçâîëßþò ïîëó÷èòü åäèíîé êëàññèôèêàöèè áèíàðíûõ ôîðì ïðîèçâîëü-
íîé ñòåïåíè n. Âñå óêàçàííûå âûøå êëàññèôèêàöèè áûëè ïðîâåäåíû äëß
êîíêðåòíîãî (è âåñüìà íåáîëüøîãî) n, â òî âðåìß êàê ðåçóëüòàòû è ìåòîäû,
èñïîëüçóåìûå äëß ðàçíûõ n, ïðèíöèïèàëüíî îòëè÷àþòñß äðóã îò äðóãà.
Åùå îäèí ñóùåñòâåííûé íåäîñòàòîê ýòèõ êëàññèôèêàöèé çàêëþ÷àåòñß â
íåâîçìîæíîñòè èõ ïðèìåíåíèß ê àëãåáðàè÷åñêè íåçàìêíóòîìó ïîëþ R.
Ñèòóàöèß ñ êëàññèôèêàöèåé òåðíàðíûõ ôîðì åùå áîëåå ïëà÷åâíà, íåæå-
ëè â ñëó÷àå ôîðì áèíàðíûõ.
Ñëó÷àé n = 2 ßâëßåòñß êëàññè÷åñêèì ðåçóëüòàòîì èç êóðñà ëèíåéíîé
àëãåáðû è áûë èçâåñòåí (â òîì èëè èíîì âèäå) åùå äðåâíèì ãðåêàì.
Ñëó÷àé n = 3 áûë èññëåäîâàí Âåéåðøòðàññîì. Èì áûëî äîêàçàíî, ÷òî
êàæäàß íåîñîáàß òåðíàðíàß ôîðìà ïðèâîäèòñß ê òàê íàçûâàåìîé íîðìàëü-
íîé ôîðìå Âåéåðøòðàññà
y2z + x3 + pxz2 + qz3.
Îêàçûâàåòñß, ÷òî äâå òåðíàðíûå ôîðìû ýêâèâàëåíòíû åñëè è òîëüêî åñëè
êîýôôèöèåíòû èõ íîðìàëüíûõ ôîðì Âåéåðøòðàññà ñîâïàäàþò.
Èç êîýôôèöèåíòîâ p è q íîðìàëüíîé ôîðìû Âåéåðøòðàññà ìîæíî ñî-
ñòàâèòü j-èíâàðèàíò òåðíàðíîé ôîðìû j = p3/q2. Îêàçûâàåòñß, ÷òî äâå
êðèâûå {f = 0} è {f˜ = 0} ïðîåêòèâíî ýêâèâàëåíòíû åñëè è òîëüêî åñëè
j-èíâàðèàíòû ôîðì f è f˜ ñîâïàäàþò.
Ñëó÷àé n = 4 áûë ðåøåí ñîâñåì íåäàâíî óñèëèßìè ìíîãèõ ìàòåìàòè-
êîâ. Îêîí÷àòåëüíûé îòâåò áûë ïîëó÷åí óñèëèßìè Äèêñìèåðà, Øèîäû è
Áðàóýðà9.
Òàêèì îáðàçîì, ê ñåãîäíßøíåìó äíþ íåèçâåñòíà äàæå êëàññèôèêàöèß
êâàíòèê (òî åñòü òåðíàðíûõ ôîðì ïßòîé ñòåïåíè), íå ãîâîðß óæå îá îáùåì
ñëó÷àå n.
Öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèß. Â íàñòîßùåé ðàáî-
òå ðàññìàòðèâàþòñß çàäà÷è êëàññèôèêàöèè îðáèò áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ
ôîðì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèß ãðóïï GL2 è GL3 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïåðå÷èñëèì îñíîâíûå çàäà÷è èññëåäîâàíèß:
9Brouwer, A.E.: Invariants of the ternary quartic // http://www.win.tue.nl/aeb/math/ternary_quartic.html
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1) Íàéòè àëãåáðó äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèß ãðóïï GL2 è
SL2 íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ äæåòîâ J∞(2).
2) Â òåðìèíàõ ïîñòðîåííûõ àëãåáð íàéòè íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëî-
âèå ëîêàëüíîé GL2- è SL2-ýêâèâàëåíòíîñòè ãëàäêèõ ôóíêöèé íà ïëîñ-
êîñòè.
3) ßâíî íàéòè àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèß ãðóïï
GL2 è GL3 íà ïðîñòðàíñòâàõ áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ ôîðì ñîîòâåò-
ñòâåííî.
4) Â òåðìèíàõ íàéäåííûõ àëãåáð èíâàðèàíòîâ íàéòè êðèòåðèé ãëîáàëü-
íîé GL2- è GL3-ýêâèâàëåíòíîñòè áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ ôîðì ñîîò-
âåòñòâåííî.
5) ßâíî íàéòè àëãåáðó äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèß ãðóïïû
SO3 íà ïðîñòðàíñòâå òåðíàðíûõ ôîðì è â òåðìèíàõ ýòîé àëãåáðû íàéòè
êðèòåðèé ãëîáàëüíîé SO3-ýêâèâàëåíòíîñòè òåðíàðíûõ ôîðì.
Îáúåêòîì èññëåäîâàíèß ßâëßþòñß áèíàðíûå è òåðíàðíûå ôîðìû, à
òàêæå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèß Ýéëåðà è àëãåáðû äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ.
Òåîðåòè÷åñêóþ è ìåòîäîëîãè÷åñêóþ îñíîâó èññëåäîâàíèß ñîñòàâ-
ëßþò ñ îäíîé ñòîðîíû ìåòîäû ñîâðåìåííîé äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè
è ãåîìåòðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, à ñ äðóãîé  ìåòîäû àëãåáðà-
è÷åñêîé ãåîìåòðèè è êëàññè÷åñêîé òåîðèè èíâàðèàíòîâ.
Íàó÷íàß íîâèçíà èññëåäîâàíèß. Âñå ðåçóëüòàòû ðàáîòû, âûíîñèìûå
íà çàùèòó, ßâëßþòñß íîâûìè.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, âûíîñèìûå íà çà-
ùèòó. Íà çàùèòó âûíîñßòñß ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.
1) Äëß äåéñòâèß ãðóïï GL2 è SL2 íà ïðîñòðàíñòâå áåñêîíå÷íûõ äæå-
òîâ J∞(2) íàéäåíû àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ. À èìåí-
íî, óêàçàíû áàçèñíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû, èíâàðèàíòíûå
äèôôåðåíöèðîâàíèß è ñèçèãèè.
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2) Â òåðìèíàõ íàéäåííûõ àëãåáð äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íàéäå-
íû óñëîâèß ëîêàëüíîé GL2 è SL2-ýêâèâàëåíòíîñòè ðåãóëßðíûõ ãëàäêèõ
ôóíêöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
3) Äëß äåéñòâèß ãðóïï GL2 è SL2 íà äâóìåðíîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâ-
íåíèè Ýéëåðà xfx + yfy = nf íàéäåíû àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ
èíâàðèàíòîâ.
4) Â òåðìèíàõ íàéäåííûõ àëãåáð äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íàé-
äåíû óñëîâèß ãëîáàëüíîé GL2 è SL2-ýêâèâàëåíòíîñòè áèíàðíûõ ôîðì
íàä ïîëßìè C è R.
5) Äëß äåéñòâèß ãðóïï GL3, SL3 è SO3 íà òðåõìåðíîì äèôôåðåíöèàëüíîì
óðàâíåíèè Ýéëåðà xfx+yfy +zfz = nf íàéäåíû ïîëß äèôôåðåíöèàëü-
íûõ èíâàðèàíòîâ.
6) Â òåðìèíàõ íàéäåííûõ ïîëåé äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íàéäå-
íû óñëîâèß ãëîáàëüíîé GL3-, SL3- è SO3-ýêâèâàëåíòíîñòè òåðíàðíûõ
ôîðì.
Òåîðåòè÷åñêàß è ïðàêòè÷åñêàß çíà÷èìîñòü èññëåäîâàíèß. Ðåçóëü-
òàòû, ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè, íîñßò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Îíè
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëß èçó÷åíèß äðóãèõ äåéñòâèé àëãåáðàè÷åñêèõ
ãðóïï íà àôôèííûõ ìíîãîîáðàçèßõ, à òàêæå äëß èçó÷åíèß ðàçëè÷íûõ ïðî-
áëåì, ñâßçàííûõ ñ êëàññèôèêàöèåé îðáèò áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ ôîðì.
Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïðèâåäåíû ïðèìåðû ïðèìåíåíèß ïîëó÷åííûõ
ðåçóëüòàòîâ ê êëàññèôèêàöèè àëãåáðàè÷åñêèõ ïðîåêòèâíûõ êðèâûõ, îäíî-
ðîäíûõ ôóíêöèé, à òàêæå ê íàõîæäåíèþ ïîëèíîìèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ
áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ ôîðì. Íà îñíîâå ýòèõ ðåçóëüòàòîâ ñîñòàâëåíû
ñïåöêóðñû äëß ñòóäåíòîâ è àñïèðàíòîâ, êîòîðûå ÷èòàþòñß â Èíñòèòóòå
ïðîáëåì óïðàâëåíèß ÐÀÍ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèß
ïðèìåíßþòñß â íàó÷íûõ ðàçðàáîòêàõ ëàáîðàòîðèè 6, ÷òî ïîäòâåðæäàåò-
ñß àêòîì âíåäðåíèß.
Àïðîáàöèß ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèß. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-
òàöèè áûëè ïðåäñòàâëåíû íà ñëåäóþùèõ ñåìèíàðàõ è êîíôåðåíöèßõ:
 íà ñåìèíàðå Ãðóïïû Ëè è òåîðèß èíâàðèàíòîâ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðî-
ôåññîðà Ý.Á. Âèíáåðãà è ïðîôåññîðà À.Ë. Îíèùèêà (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì.
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Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, àïðåëü 2010 ã.)
 íà ñåìèíàðå ïî ãåîìåòðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîä ðóêîâîä-
ñòâîì ïðîôåññîðà È.Ñ. Êðàñèëüùèêà (Ìîñêâà, Íåçàâèñèìûé ìîñêîâ-
ñêèé óíèâåðñèòåò, ìàé, äåêàáðü 2010 ã. è îêòßáðü 2011 ã.);
 íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ãåîìåòðèß â Îäåññå¿ (Îäåññà, Óêðà-
èíà, 2528 ìàß 2010 ã.);
 íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìåòðè÷åñêàß ãåîìåòðèß ïîâåðõíî-
ñòåé è ìíîãîãðàííèêîâ¿, ïîñâßùåííîé 100-ëåòèþ ñî äíß ðîæäåíèß
Í.Â. Åôèìîâà (Ìîñêâà, Ðîññèß, 1821 àâãóñòà 2010 ã.);
 íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ãåîìåòðèß â Êèñëîâîäñêå¿ (Êèñëî-
âîäñê, Ðîññèß, 1320 ñåíòßáðß 2010 ã.);
 íà IX Âñåðîññèéñêîé ìîëîäåæíîé øêîëå-êîíôåðåíöèè ¾Ëîáà÷åâñêèå
÷òåíèß¿ (Êàçàíü, Ðîññèß, 16 îêòßáðß 2010 ã.);
 íà Âòîðîé Ðîññèéñêîé øêîëå-êîíôåðåíöèè äëß ìîëîäûõ ó÷åíûõ ñ ìåæ-
äóíàðîäíûì ó÷àñòèåì ¾Ìàòåìàòèêà, èíôîðìàòèêà, èõ ïðèëîæåíèß è
ðîëü â îáðàçîâàíèè¿ (Òâåðü, Ðîññèß, 812 äåêàáðß 2010 ã.);
 íà ñåìèíàðå îòäåëà ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè ÌÈÀÍ Ãåîìåòðèß, òîïî-
ëîãèß è ìàòåìàòè÷åñêàß ôèçèêà ïîä ðóêîâîäñòâîì àêàäåìèêà ÐÀÍ
Ñ.Ï. Íîâèêîâà è ÷ëåí-êîððåñïîíäåíòà ÐÀÍ Â.Ì. Áóõøòàáåðà (Ìîñêâà,
ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà, àïðåëü 2011 ã.);
 íà XVIII Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ñòóäåíòîâ, àñïèðàíòîâ è ìî-
ëîäûõ ó÷åíûõ ¾Ëîìîíîñîâ¿ (Ìîñêâà, Ðîññèß, 1115 àïðåëß 2011 ã.);
ðàáîòà îòìå÷åíà ãðàìîòîé çà ëó÷øèé äîêëàä íà ñåêöèè ¾Ìàòåìàòèêà
è ìåõàíèêà¿;
 íà ñåìèíàðå êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïîä ðóêîâîäñòâîì
ä.ô.-ì.í. ïðîôåññîðà Þ.Â. Îáíîñîâà (Êàçàíü, Êàçàíñêèé ãîñóäàð-
ñòâåííûé óíèâåðñèòåò, ìàé 2011 ã.);
 íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ãåîìåòðèß. Óïðàâëåíèå. Ýêîíîìè-
êà¿ (Àñòðàõàíü, Ðîññèß, 1823 àâãóñòà 2011 ã.);
 íà ñåìèíàðå îòäåëà êàôåäðû äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè è ïðèëîæå-
íèé Äèôôåðåíöèàëüíàß ãåîìåòðèß è ïðèëîæåíèß ïîä ðóêîâîäñòâîì
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àêàäåìèêà ÐÀÍ À.Ò. Ôîìåíêî (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì.Â. Ëîìîíîñîâà,
îêòßáðü, íîßáðü 2011 ã.);
 íà ñåìèíàðàõ ëàáîðàòîðèè 6 ÈÏÓ ÐÀÍ ïîä ðóêîâîäñòâîì ä.ô.-ì.í.
ïðîôåññîðîâ Â.Â. Ëû÷àãèíà è À. Ã. Êóøíåðà (Ìîñêâà, ÈÏÓ ÐÀÍ,
20102011 ãã.).
Ïóáëèêàöèè. Ðåçóëüòàòû, îñíîâíûå ïîëîæåíèß è âûâîäû äèññåðòàöèîí-
íîãî èññëåäîâàíèß îòðàæåíû â 13 ïóáëèêàöèßõ â ïåðèîäè÷åñêèõ èçäàíèßõ
è òåìàòè÷åñêèõ ñáîðíèêàõ îáùèì îáúåìîì 3,60 ï. ë. Â òîì ÷èñëå 5 ñòàòåé
îïóáëèêîâàíû â æóðíàëàõ, îïðåäåëåííûõ Âûñøåé àòòåñòàöèîííîé êîìèñ-
ñèåé (ÂÀÊ) Ìèíèñòåðñòâà îáðàçîâàíèß è íàóêè Ðîññèéñêîé Ôåäåðàöèè
äëß ïóáëèêàöèè ðåçóëüòàòîâ íàó÷íûõ èññëåäîâàíèé
Âêëàä àâòîðà â ðàçðàáîòêó èçáðàííûõ ïðîáëåì. Äèññåðòàöèß ßâëß-
åòñß ñàìîñòîßòåëüíûì èññëåäîâàíèåì àâòîðà. 6 îïóáëèêîâàííûõ íàó÷íûõ
ðàáîò ïî òåìå èññëåäîâàíèß âûïîëíåíû áåç ñîàâòîðîâ, 7 ðàáîò íàïèñàíû
ñîâìåñòíî, ïðè ýòîì âêëàä àâòîðà ñîñòàâëßåò îò 40% äî 75%.
Ñòðóêòóðà è îáú¼ì ðàáîòû. Äèññåðòàöèß èçëîæåíà íà 130 ñòðàíèöàõ,
ñîñòîèò èç ââåäåíèß, òðåõ ãëàâ, äâóõ ïðèëîæåíèé è ñïèñêà ëèòåðàòóðû,
ñîäåðæàùåãî 50 íàèìåíîâàíèé. Äèññåðòàöèß ñîäåðæèò 1 òàáëèöó è 5 ðè-
ñóíêîâ.
Íóìåðàöèß ïàðàãðàôîâ ïðîèçâîäèòñß äâóìß ñèìâîëàìè, à íóìåðàöèß
ïóíêòîâ è ïîäïóíêòîâ  òðåìß è ÷åòûðüìß ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, íî-
ìåðîì 3.2 îáîçíà÷åí âòîðîé ïàðàãðàô òðåòüåé ãëàâû, à íîìåðîì 3.2.1 
ïåðâûé ïóíêò âòîðîãî ïàðàãðàôà òðåòüåé ãëàâû.
Íóìåðàöèß äèàãðàìì, òàáëèö è òåîðåì â òåêñòå äèññåðòàöèè ñêâîçíàß, à
íóìåðàöèß ôîðìóë è ðèñóíêîâ â êàæäîé ãëàâå ñâîß.
Êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè
Âî ââåäåíèè äàåòñß îáùàß õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû, ôîðìóëèðóþòñß îñ-
íîâíûå ðåçóëüòàòû è ïðèâîäèòñß êðàòêèé èñòîðè÷åñêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ
ïî êëàññèôèêàöèè áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ ôîðì.
Â ïåðâîé ãëàâå ¾Èñòîðè÷åñêèé îáçîð è íåîáõîäèìûå ñâåäåíèß¿ ôîð-
ìóëèðóþòñß îñíîâíûå ïðîáëåìû, èññëåäóåìûå â äèññåðòàöèè, ïðèâîäèò-
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ñß èñòîðè÷åñêèé îáçîð óæå èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ â ýòîé îáëàñòè, à òàê-
æå îïèñûâàåòñß íîâûé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ ýòèõ ïðîáëåì è ïðèâîäßòñß
íåîáõîäèìûå ïîíßòèß è ñâåäåíèß, èñïîëüçóåìûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå.
Îñòàíîâèìñß áîëåå ïîäðîáíî íà ñîäåðæàíèè ïåðâîé ãëàâû.
Â ï. 1.1 ¾Èñòîðè÷åñêèé îáçîð¿ ïðèâîäßòñß ôîðìóëèðîâêè îñíîâíûõ ïðî-
áëåì, èññëåäóåìûõ â äèññåðòàöèè, îïèñûâàþòñß èçâåñòíûå ïîäõîäû ê èñ-
ñëåäîâàíèþ ýòèõ ïðîáëåì è äàþòñß ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ê íàñòîßùåìó
âðåìåíè.
Ïóñòü V 2n = Sn(C2)∗  ïðîñòðàíñòâî áèíàðíûõ ôîðì ñòåïåíè n îò ïåðå-
ìåííûõ x, y íàä ïîëåì C, ò.å.
V 2n =
{ n∑
i=0
C inαix
iyn−i : αi ∈ C
}
. (1)
Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå äåéñòâèå ãðóïïû GL2(C) íà ïðîñòðàíñòâå V 2n : ïîä-
ãðóïïà SL2(C) ⊂ GL2(C) äåéñòâóåò ñòàíäàðòíûìè çàìåíàìè êîîðäèíàò, à
öåíòð C∗ ⊂ GL2(C) äåéñòâóåò ãîìîòåòèßìè f 7→ λf , ãäå f ∈ V 2n è λ ∈ C∗.
Ðàññìàòðèâàåòñß ñëåäóþùàß çàäà÷à: êëàññèôèöèðîâàòü GL2(C)-è
SL2(C)-îðáèòû áèíàðíûõ ôîðì.
Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòàâèòñß âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè îðáèò òåðíàð-
íûõ ôîðì, ò.å. îäíîðîäíûõ ìíîãî÷ëåíîâ îò òðåõ ïåðåìåííûõ íàä ïîëåì C:
êëàññèôèöèðîâàòü GL3(C)- è SL3(C)-îðáèòû òåðíàðíûõ ôîðì.
Îñíîâíûì ìåòîäîì, ïðèìåíßåìûì äëß ðåøåíèß ýòèõ çàäà÷, äî íåäàâ-
íèõ ïîð îñòàâàëîñü âû÷èñëåíèå àëãåáðû (èëè ïîëß) èíâàðèàíòîâ. Îäíàêî
â ðàìêàõ ýòîãî ìåòîäà ïîëíîñòüþ ðåøèòü ýòè ïðîáëåìû íå ïðåäñòàâëßåòñß
âîçìîæíûì.
À èìåííî, ê íàñòîßùåìó âðåìåíè èçâåñòíû êëàññèôèêàöèß îðáèò áèíàð-
íûõ ôîðì ñòåïåíè n 6 10 è òåðíàðíûõ ôîðì ñòåïåíè n 6 4.
Â ï. 1.2 ¾Íåîáõîäèìûå ñâåäåíèß¿ ìû îïèñûâàåì ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïðî-
áëåì êëàññèôèêàöèè îðáèò áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ ôîðì, ñâßçàííûé ñ äèô-
ôåðåíöèàëüíûìè óðàâíåíèßìè â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à òàêæå ïðèâîäèì
íåîáõîäèìûå ñâåäåíèß, èñïîëüçóåìûå â äàëüíåéøåì.
Îñíîâíîé èäååé â çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè îðáèò áèíàðíûõ è òåðíàðíûõ
ôîðì ßâëßåòñß ðàññìîòðåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß Ýéëåðà
p∑
i=1
xifxi = nf.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ïðè p = 2 (ñîîòâåòñòâåííî p = 3) áèíàðíûå ôîðìû (ñî-
îòâåòñòâåííî òåðíàðíûå ôîðìû) ñòåïåíè n ßâëßþòñß ðåøåíèßìè äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß Ýéëåðà. Òàêàß èíòåðïðåòàöèß áèíàðíûõ è òåðíàð-
íûõ ôîðì äàåò âîçìîæíîñòü ïðèìåíèòü ê íàøèì àïðèîðè àëãåáðàè÷åñêèì
çàäà÷àì ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû èç òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.
Îêàçûâàåòñß, ÷òî ñèíòåç èäåé èç äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, äèôôå-
ðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, àëãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è êëàññè÷åñêîé òåîðèè
èíâàðèàíòîâ ïîçâîëßåò ðåøèòü ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè áèíàðíûõ è òåð-
íàðíûõ ôîðì, îñòàâàâøèõñß íåðåøåííûìè áîëåå 150 ëåò.
Âî âòîðîé ãëàâå ¾Êëàññèôèêàöèß îðáèò áèíàðíûõ ôîðì¿ ðàññìàòðè-
âàåòñß êëàññèôèêàöèß îðáèò áèíàðíûõ ôîðì íàä ïîëåì C îòíîñèòåëüíî
äåéñòâèß ãðóïïû GL2(C). Ïî çàäàííîé áèíàðíîé ôîðìå f ìû ñòðîèì ìíî-
ãî÷ëåí F îò òðåõ ïåðåìåííûõ (íàçûâàåìûé ìíîãî÷ëåíîì çàâèñèìîñòåé),
êîòîðûé îäíîçíà÷íî îïðåäåëßåò GL2(C)-îðáèòó áèíàðíîé ôîðìû f .
Òàêæå ìû ïðèâîäèì ëèñòèíã êîìïüþòåðíîé ïðîãðàììû (ñì. Ïðèëîæå-
íèå 1), êîòîðàß ïîçâîëßåò áûñòðî âû÷èñëßòü ìíîãî÷ëåí çàâèñèìîñòåé. Ïðè-
âåäåíû ïðèìåðû âû÷èñëåíèß òàêèõ ìíîãî÷ëåíîâ äëß ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ
ôîðì, â òîì ÷èñëå è äëß âûñîêîé ñòåïåíè 10 è äëß ïðîèçâîëüíîé ñòåïåíè
n.
Â ï. 2.1 ¾Êëàññèôèêàöèß îðáèò ãëàäêèõ ôóíêöèé¿ ðåøàåòñß áîëåå ãðó-
áàß çàäà÷à: êëàññèôèöèðóþòñß GL2-îðáèòû ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé íà
ïëîñêîñòè. Äëß ýòîãî ìû èñïîëüçóåì òåîðèþ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðè-
àíòîâ è èíâàðèàíòíûõ äèôôåðåíöèðîâàíèé.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî C∞(2) ãëàäêèõ ôóíêöèé îò ïåðåìåííûõ x, y
íàä ïîëåì C èëè R. Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâî k-äæåòîâ ôóíêöèé Jk(2)
ñ êàíîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè (x, y, u, u10, u01, . . .). Ãðóïïà GL2 äåéñòâó-
åò íà ïðîñòðàíñòâå ðîñòêîâ ãëàäêèõ ôóíêöèé C∞(2). À èìåííî, ãðóïïà
SL2 ⊂ GL2 äåéñòâóåò ëèíåéíûìè çàìåíàìè êîîðäèíàò, à öåíòð äåéñòâó-
åò ãîìîòåòèßìè f 7→ λf , ãäå f ∈ C∞(2). Ýòî äåéñòâèå ïîäíèìàåòñß äî
äåéñòâèß â ïðîñòðàíñòâå k-äæåòîâ Jk(2).
Òåîðåìà 6. Àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ óêàçàííîãî âûøå
äåéñòâèß ãðóïïû GL2 íà ïðîñòðàíñòâå J∞(2) ëîêàëüíî ïîðîæäàåòñß èí-
11
âàðèàíòàìè
E :=
xu10 + yu01
u
è F := u
2
01u20 − 2u10u01u11 + u210u02
u3
è èíâàðèàíòíûìè äèôôåðåíöèðîâàíèßìè
∇1 := x d
dx
+ y
d
dy
è ∇2 := u01
u
d
dx
− u10
u
d
dy
;
îíà ðàçäåëßåò GL2-îðáèòû è îáëàäàåò îäíîé ñèçèãèåé
(E22 − F1)E − 3E22 + 3E1F − 4EF = 0 (2)
(çäåñü Ij := ∇jI).
Íàêîíåö, â òåðìèíàõ íàéäåííîé àëãåáðû èíâàðèàíòîâ ìîæíî îïèñàòü
GL2-îðáèòû ãëàäêèõ ôóíêöèé.
Íàçîâåì ôóíêöèþ f ∈ C∞(2) ðåãóëßðíîé â îêðåñòíîñòè Ω, åñëè ôóíê-
öèè E(f) è F (f) íåçàâèñèìû â Ω, ò.å. åñëè
d̂E(f) ∧ d̂F (f) 6≡ 0 â Ω. (3)
Äëß ðåãóëßðíîé ôóíêöèè f ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè, óäîâëå-
òâîðßþùèå óðàâíåíèþ ñèçèãèè:
E1(f) = A1(E(f), F (f)),
E2(f) = A2(E(f), F (f)),
F1(f) = B1(E(f), F (f)),
F2(f) = B2(E(f), F (f)).
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå ñèçèãèè åñòü íå ÷òî èíîå êàê óñëîâèå èíòåãðè-
ðóåìîñòè ýòîé ñèñòåìû óðàâíåíèé.
Òåîðåìà 7. ×åòâåðêà ôóíêöèé (A1, A2, B1, B2), óäîâëåòâîðßþùàß óðàâ-
íåíèþ ñèçèãèè, ëîêàëüíî çàäàåò îðáèòó ðåãóëßðíîé ôóíêöèè f ∈ C∞(2).
Ýòè òåîðåìû ëåãêî îáîáùàþòñß íà ñëó÷àé äåéñòâèß ãðóïïû SL2.
Â ï. 2.2 ¾GL2(C)-îðáèòû áèíàðíûõ ôîðì¿ ïîëíîñòüþ ðåøàåòñß ïðî-
áëåìà êëàññèôèêàöèè GL2(C)-îðáèò áèíàðíûõ ôîðì. Äëß ýòîãî áèíàð-
íûå ôîðìû ñòåïåíè n ïðåäñòàâëßþòñß êàê ðåøåíèß äâóìåðíîãî äèôôå-
ðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèß Ýéëåðà xfx + yfy = nf , è ðàññìàòðèâàåòñß äåé-
ñòâèå ãðóïïû GL2(C) íà ýòîì óðàâíåíèè. Â ðåçóëüòàòå óäàåòñß ïðèìåíèòü
äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêèå ìåòîäû, àíàëîãè÷íûå òåì, êîòîðûå èñ-
ïîëüçîâàëèñü äëß îïèñàíèß îðáèò ãëàäêèõ ôóíêöèé.
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Óðàâíåíèþ xfx + yfy = nf ñîîòâåòñòâóåò àëãåáðàè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå
E := E(2) = {xu10 + yu01 = nu} ⊂ J1(2). (4)
Êàê è ðàíüøå, ïåðâûì ýòàïîì îïèñàíèß îðáèò áèíàðíûõ ôîðì ßâëßåò-
ñß íàõîæäåíèå àëãåáðû äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèß ãðóïïû
GL2(C) íà ìíîãîîáðàçèè E (∞).
Òåîðåìà 10. Àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèß GL2(C)
íà ìíîãîîáðàçèè E (∞) ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñß äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðè-
àíòîì
H :=
u20u02 − u211
u2
è èíâàðèàíòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì
∇ = u01
u
d
dx
− u10
u
d
dy
.
Â òåðìèíàõ ýòîé òåîðåìû óäàåòñß ïîëíîñòüþ îïèñàòü GL2(C)-îðáèòû
áèíàðíûõ ôîðì.
À èìåííî, ïîëîæèì
I1 := H, I2 := ∇H I3 := ∇2H.
Îãðàíè÷åíèß ýòèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ íà ãðàôèê L4f ⊂ E (3)
áèíàðíîé ôîðìû f ßâëßþòñß îäíîðîäíûìè ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèßìè îò
ïåðåìåííûõ x è y.
Çíà÷èò, ìåæäó íèìè ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêàß çàâèñèìîñòü:
F (I1(f), I2(f), I3(f)) = 0.
Ââåäåì ïîðßäîê íà ïåðåìåííûõ Ik, à èìåííî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî I1 ≺ I2 ≺
I3. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí F èìååò ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü îòíîñè-
òåëüíî ýòîãî ïîðßäêà è îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèß íà íåíóëåâóþ
êîíñòàíòó. Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèßõ ìíîãî÷ëåí F îïðåäåëåí îäíîçíà÷íî. Ìû
áóäåì íàçûâàòü åãî ìíîãî÷ëåíîì çàâèñèìîñòåé äëß áèíàðíîé ôîðìû f .
Îñíîâíàß òåîðåìà ýòîé ãëàâû ôîðìóëèðóåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 11. Ïóñòü f1, f2  áèíàðíûå ôîðìû ñòåïåíè n è F1, F2  ñîîò-
âåòñòâóþùèå ìíîãî÷ëåíû çàâèñèìîñòåé. Òîãäà ôîðìû f1 è f2 ßâëßþòñß
GL2(C)-ýêâèâàëåíòíûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F1 = F2.
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Ïðèâîäßòñß ïðèìåðû âû÷èñëåíèß ìíîãî÷ëåíîâ çàâèñèìîñòåé äëß êîí-
êðåòíûõ áèíàðíûõ ôîðì. Â Ïðèëîæåíèè 1 òàêæå ïðèâåäåí ëèñòèíã êîì-
ïüþòåðíîé ïðîãðàììû íà ßçûêå ñèìâîëüíûõ âû÷èñëåíèé Maple-13, ñ ïî-
ìîùüþ êîòîðîé è áûëè âû÷èñëåíû ýòè ìíîãî÷ëåíû çàâèñèìîñòåé.
Â ï. 2.3 ¾Îáîáùåíèß¿ èäåè è ìåòîäû, ïðèìåíåííûå íàìè äëß êëàññè-
ôèêàöèè GL2(C)-îðáèò áèíàðíûõ ôîðì, îáîáùàþòñß íà ðàçëè÷íûå äðóãèå
äåéñòâèß.
Â ï. 2.4 ¾Ïðèëîæåíèß¿ ïðèâîäßòñß ôîðìóëèðîâêè ðàçëè÷íûõ èçâåñòíûõ
ïðîáëåì, êîòîðûå ñâîäßòñß ê óæå ðåøåííûì íàìè ïðîáëåìàì êëàññèôèêà-
öèé áèíàðíûõ ôîðì.
Â òðåòüåé ãëàâå ¾Êëàññèôèêàöèß îðáèò òåðíàðíûõ ôîðì¿ ðåøàåòñß
çàäà÷à îïèñàíèß GL3(C)-îðáèò òåðíàðíûõ ôîðì. Êàê è â ñëó÷àå áèíàðíûõ
ôîðì, ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé.
Â ïåðâîé ÷àñòè ìû îïèñûâàåì àëãåáðó äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàí-
òîâ äåéñòâèß ãðóïïû GL3(C) íà òðåõìåðíîì äèôôåðåíöèàëüíîì óðàâíå-
íèè Ýéëåðà xfx + yfy + zfz = nf . Âî âòîðîé ÷àñòè ìû êëàññèôèöèðóåì
òåðíàðíûå ôîðìû, ïðåäñòàâëßß èõ êàê ðåøåíèß óðàâíåíèß Ýéëåðà.
Â ï. 3.1 ¾Ïîëå èíâàðèàíòîâ¿ îïèñûâàåòñß ïîñòðîåíèå ïîëß äèôôåðåíöè-
àëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèß ãðóïïû GL3(C) íà òðåõìåðíîì äèôôåðåí-
öèàëüíîì óðàâíåíèè Ýéëåðà
E := E(3) = {xu100 + yu010 + zu001 = nu} ⊂ J1(3).
Îñíîâíûì îáúåêòîì â ýòîì ïîñòðîåíèè ßâëßþòñß èíâàðèàíòíûå k-
ôîðìû Qk, îïðåäåëßåìûå ñëåäóþùèì îáðàçîì:
Qk(x, uσ) =
∑
σ:|σ|=k
uσ
u
(dx)σ
σ!
.
Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü áàçèñíûå äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû è èí-
âàðèàíòíûå äèôôåðåíöèðîâàíèß.
Ïðåäëîæåíèå 5. Ôóíêöèß
H =
1
u3
·
∣∣∣∣∣∣∣
u200 u110 u101
u110 u020 u011
u101 u011 u002
∣∣∣∣∣∣∣
ßâëßåòñß äèôôåðåíöèàëüíûì èíâàðèàíòîì ïîðßäêà 2.
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Íà ïîëå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ñóùåñòâóåò òðîéíàß ñêîáêà
Íàìáó {·, ·, ·}, îïðåäåëßåìàß ïî ôîðìóëå
d̂I1 ∧ d̂I2 ∧ d̂I3 = {I1, I2, I3}d̂Ω,
ãäå d̂Ω = d̂x ∧ d̂y ∧ d̂z  ôîðìà îáúåìà.
Ïîëàãàß I1 = ln |u| è I2 = H, ïîëó÷àåì èíâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâà-
íèå ∇:
1
u
d̂u ∧ d̂H ∧ d̂I = (∇I)d̂Ω.
Äèôôåðåíöèðîâàíèå r ßâëßåòñß èíâàðèàíòíûì è äëß ëþáîé îäíîðîäíîé
ñòåïåíè s ôóíêöèè I èìååì rI = sI.
Òåïåðü ïîñòðîèì åùå îäíî èíâàðèàíòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå. Äëß ýòîãî
ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé äæåò, â êîòîðîì êâàäðèêàQ2 íåâûðîæäåíà. Êàñà-
òåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â ýòîì äæåòå òðåõìåðíî è ñîäåðæèò äâà èíâàðèàíò-
íûõ äèôôåðåíöèðîâàíèß r è ∇. Ýòè äèôôåðåíöèðîâàíèß îðòîãîíàëüíû
îòíîñèòåëüíî êâàäðèêè Q2, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ñ òî÷íîñòüþ
äî ìíîæèòåëß âåêòîðíîå ïîëå δ, îðòîãîíàëüíîå ïîëßì r è ∇ îòíîñèòåëüíî
Q2. Íîðìèðóåì åãî óñëîâèåì∣∣∣∣∣∣∣
r(x) r(y) r(z)
∇(x) ∇(y) ∇(z)
δ(x) δ(y) δ(z)
∣∣∣∣∣∣∣ = Q2(∇,∇).
ßñíî, ÷òî äèôôåðåíöèðîâàíèå δ ßâëßåòñß èíâàðèàíòíûì è íåçàâèñèìûì ñ
r è ∇.
Íàêîíåö, íàéäåì ÷åòûðå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòà ïîðßäêà 3.
Äëß ýòîãî çàïèøåì èíâàðèàíòíóþ 3-ôîðìó Q3 â ¾èíâàðèàíòíîì áàçèñå¿
{r∗,∇∗, δ∗} è ðàññìîòðèì åå êîýôôèöèåíòû. Èíà÷å ãîâîðß, ïîëîæèì
I = Q3(∇,∇,∇), J = Q3(∇,∇, δ), K = Q3(∇, δ, δ), L = Q3(δ, δ, δ).
Òåîðåìà 20. Ïîëå äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèß ãðóïïû
GL3(C) íà ìíîãîîáðàçèè E (∞) ïîðîæäàåòñß èíâàðèàíòàìè H, I, J , K è
L è äèôôåðåíöèðîâàíèßìè ∇ è δ; îíî ðàçäåëßåò íåîñîáûå îðáèòû. Äèôôå-
ðåíöèàëüíûå ñèçèãèè ýòîãî ïîëß ïîðîæäàþòñß îäíèì ñîîòíîøåíèåì íà
èíâàðèàíòàõ ïîðßäêà 3 è òðåìß ñîîòíîøåíèßìè íà èíâàðèàíòàõ ïîðßäêà
4.
Â ï. 3.2 ¾Êëàññèôèêàöèß ðåãóëßðíûõ òåðíàðíûõ ôîðì¿ ðåøàåòñß îñíîâ-
íàß ïðîáëåìà îïèñàíèß GL3(C)-îðáèò òåðíàðíûõ ôîðì ñ íåíóëåâûì ãåññèà-
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íîì. Äëß ýòîãî ïðèìåíßþòñß òåîðåìû èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà î ñòðóêòóðå
ïîëß äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòû
H, I, J, K, L, ∇I, ∇J, ∇K, ∇L, δL.
Èõ îãðàíè÷åíèß íà ãðàôèê L4f ⊂ E (3) òåðíàðíîé ôîðìû f ßâëßþòñß îäíî-
ðîäíûìè ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèßìè îò ïåðåìåííûõ x, y, z è îïðåäåëßþò
ðàöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå
pif : C3 → C10, pif(a) = (H([f ]4a), I([f ]4a), . . . , δL([f ]4a)).
Çíà÷èò, ìåæäó ýòèìè îãðàíè÷åíèßìè ñóùåñòâóþò àëãåáðàè÷åñêèå çàâèñè-
ìîñòè. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî ýòèõ çàâèñèìîñòåé ÷åðåç Df è îáðàç îòîáðà-
æåíèß pif ÷åðåç Σf .
Îñíîâíàß òåîðåìà ýòîé ãëàâû ôîðìóëèðóåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Òåîðåìà 21. 1. Òåðíàðíûå ôîðìû f è f˜ ñ íåíóëåâûì ãåññèàíîì ýêâèâà-
ëåíòíû åñëè è òîëüêî åñëè Σf = Σf˜ .
2. Òåðíàðíûå ôîðìû f è f˜ ñ íåíóëåâûì ãåññèàíîì ýêâèâàëåíòíû åñëè
è òîëüêî åñëè Df = Df˜ .
Â ï. 3.3 ¾Êëàññèôèêàöèß ñèíãóëßðíûõ òåðíàðíûõ ôîðì¿ ðåøàåòñß ïðî-
áëåìà îïèñàíèß GL3(C)-îðáèò òåðíàðíûõ ôîðì ñ íóëåâûì ãåññèàíîì.
Äëß ïîñòðîåíèß àëãåáð äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ ðàññìàòðèâà-
þòñß äâà ñëó÷àß: rkQ2 = 2 è rkQ2 = 1.
Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåòñß ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèéH = E (1)∩{H = 0}. Âûáåðåì íåíóëåâîé âåêòîð γ ∈ kerQ2 è íîðìèðóåì
åãî óñëîâèåì Q3(γ, γ, γ) = 1. Ò.ê. dim kerQ2 = 1, ýòîò âåêòîð ßâëßåòñß èí-
âàðèàíòíûì äèôôåðåíöèðîâàíèåì.
Èñïîëüçóß äèôôåðåíöèðîâàíèå γ, ïîñòðîèì äèôôåðåíöèàëüíûé èíâà-
ðèàíò M = Q4(γ, γ, γ, γ) ïîðßäêà 4.
Òåîðåìà 22. Àëãåáðà äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ äåéñòâèß ãðóïïû
GL3(C) íà ìíîãîîáðàçèè H(∞) ñâîáîäíî ïîðîæäàåòñß èíâàðèàíòîì M è
äèôôåðåíöèðîâàíèåì γ.
Ðàññìîòðèì òåïåðü äèôôåðåíöèàëüíûå èíâàðèàíòûM , γM , γ2M , γ3M .
Èõ îãðàíè÷åíèß íà ãðàôèê L7f ⊂ H(5) òåðíàðíîé ôîðìû f ßâëßþòñß îäíî-
ðîäíûìè ðàöèîíàëüíûìè ôóíêöèßìè îò ïåðåìåííûõ x, y, z. Çíà÷èò, ìåæäó
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íèìè ñóùåñòâóåò àëãåáðàè÷åñêàß çàâèñèìîñòü:
Sf(M,γM, γ
2M,γ3M) = 0.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí Sf íåïðèâîäèì, èìååò ìèíèìàëüíûé ïîðß-
äîê è îïðåäåëåí ñ òî÷íîñòüþ äî óìíîæåíèß íà íåíóëåâóþ êîíñòàíòó.
Òåîðåìà 24. Òåðíàðíûå ôîðìû f è f˜ , äëß êîòîðûõ rkQ2 = 2, ýêâèâà-
ëåíòíû åñëè è òîëüêî åñëè Sf = Sf˜ .
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
òåîðåìû 11.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñëó÷àþ rkQ2 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå ðàññìîòðèì óðàâíå-
íèå F = E (2) ∩ {∆i = 0}, ãäå ∆i  ìèíîðû ìàòðèöû Ãåññå ðàçìåðà 2 × 2.
Ðàçìåðíîñòè âñåõ ïðîäîëæåíèé F (k−2) ⊂ JkC3 óðàâíåíèß F íå ïðåâîñõî-
äßò 9, ïîýòîìó ó íåãî íåò äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ è èíâàðèàíòíûõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé. Êðîìå òîãî, ò.ê. ðàçìåðíîñòü îðáèòû ãðàôèêà Lf òåð-
íàðíîé ôîðìû f , äëß êîòîðîé rkQ2 = 1, òàêæå íå ïðåâîñõîäèò 9, òî ýòà
ôîðìà ýêâèâàëåíòíà ôîðìå xn.
Òåîðåìà 24. Òåðíàðíûå ôîðìû f è f˜ , äëß êîòîðûõ rkQ2 = 1, ýêâèâà-
ëåíòíû.
Â ï. 3.4 ¾Ìåòðè÷åñêàß êëàññèôèêàöèß òåðíàðíûõ ôîðì¿ ìåòîäû, îïè-
ñàííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ, ïðèìåíßþòñß ê ïðîáëåìå ìåòðè÷åñêîé
êëàññèôèêàöèè òåðíàðíûõ ôîðì.
Â ï. 3.5 ¾Îáîáùåíèß è ïðèëîæåíèß¿ ïðèâîäßòñß îáîáùåíèß ðàññìîòðåí-
íûõ âûøå äåéñòâèé ãðóïï GL3(C) è SO3(C) è ïðèëîæåíèß ýòèõ äåéñòâèé
è îáîáùåíèé ê ðåøåíèþ ðàçëè÷íûõ ïðîáëåì.
Â Ïðèëîæåíèè 1 ïðèâîäßòñß ëèñòèíãè êîìïüþòåðíûõ ïðîãðàìì, èñ-
ïîëüçóåìûõ äëß ðàáîòû ñ äåéñòâèåì ãðóïïû GL2 íà ãëàäêèõ ôóíêöèßõ
è áèíàðíûõ ôîðìàõ, à â Ïðèëîæåíèè 2  ëèñòèíã êîìïüþòåðíîé ïðî-
ãðàììû äëß âû÷èñëåíèß äèôôåðåíöèàëüíûõ èíâàðèàíòîâ è èíâàðèàíòíûõ
äèôôåðåíöèðîâàíèé äåéñòâèß ãðóïïû GL3 íà òðåõìåðíîì äèôôåðåíöè-
àëüíîì óðàâíåíèè Ýéëåðà. Ýòè ïðîãðàììû íàïèñàíû íà ßçûêå ñèñòåìû
êîìïüþòåðíîé àëãåáðû Maple-13.
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